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Аннотация. Пусть на пространстве X определена ∞ -метрика ρ (возможно, при-
нимающая значение ∞ ), на пространстве Y определено удовлетворяющее аксиоме
тождества ∞ -расстояние d. Для отображений F,G : X → Y рассматривается задача
о точке совпадения, т.е. задача о решении уравнения F (x) = G(x). Получены условия
существования точки совпадения, использующие множество накрывания отображения
F и множество липшицевости отображения G в пространстве X × Y. Множество α -
накрывания ( α > 0 ) отображения F — это множество таких (x, y), что

∃u ∈ X F (u) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(F (x), y), ρ(x, u) <∞,

а множество β -липшицевости ( β ≥ 0 ) отображения G — множество таких (x, y), что

∀u ∈ X G(u) = y ⇒ d(y,G(x)) ≤ βρ(u, x).

Обсуждается связь полученных результатов с известными теоремами о точках совпа-
дения.
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вающее отображение
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Abstract. Let X be a space with ∞ -metric ρ (a metric with possibly infinite value) and
Y a space with ∞ -distance d satisfying the identity axiom. We consider the problem of
coincidence point for mappings F,G : X → Y , i.e. the problem of existence of a solution
for the equation F (x) = G(x). We provide conditions of the existence of coincidence points
in terms of a covering set for the mapping F and a Lipschitz set for the mapping G in the
space X × Y. An α -covering set ( α > 0 ) of the mapping F is a set of (x, y) such that

∃u ∈ X F (u) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(F (x), y), ρ(x, u) <∞,

and a β - Lipschitz set ( β ≥ 0 ) for the mapping G is a set of (x, y) such that

∀u ∈ X G(u) = y ⇒ d(y,G(x)) ≤ βρ(u, x).

The new results are compared with the known theorems about coincidence points.
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Введение

Теорема о существовании точки совпадения накрывающего и липшицева отображе-
ний, действующими в метрических пространствах, получена А.В. Арутюновым в [1]. В
работах [2–4] понятие накрывания было распространено на пространства с различными
обобщенными метриками и получены обобщения на такие пространства теоремы о точке
совпадения. Эти исследования вызваны не только естественным стремлением опреде-
лить максимально широкий класс пространств, в которых справедливы результаты о
точках совпадения, но и приложениями таких утверждений к различным функциональ-
ным уравнениям (в том числе, к дифференциальным и интегральным уравнениям, см.,
например, [5]).

Данная работа продолжает исследование, начатое в работе [6], в которой было по-
лучено утверждение о существовании точки совпадения накрывающего и липшицева
отображений, действующих из метрического пространства в множество с расстоянием,
удовлетворяющим только аксиоме тождества. Здесь мы предполагаем, что расстояние и
метрика в рассматриваемых пространствах могут принимать значение ∞, и ослабляем
предположения о накрывающих и липшицевых свойствах отображений.

Предлагаемые в статье результаты о точках совпадения отображений в дальнейшем
планируется использовать для исследования функциональных уравнений в простран-
стве измеримых функций.
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1. Основные понятия

Обозначим R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞], X = (X, ρ) — пространство с ∞ -метри-
кой ρ : X2 → R+, BX(x0, r) = {x ∈ X| ρ(x, x0) ≤ r} — замкнутый шар в X с центром
в точке x0 ∈ X радиуса r ∈ (0,∞].

Пусть на множестве Y 6= ∅ задано расстояние d : Y × Y → R+, удовлетворяющее
аксиоме тождества:

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2. (1.1)

Будем говорить, что последовательность {yi} ⊂ Y сходится при i → ∞ к y ∈ Y и
писать yi → y, если d(yi, y)→ 0. Очевидно, сходящаяся в Y последовательность может
иметь более одного предела, кроме того, при сходимости yi → y расстояние d(y, yi)

может не сходиться к 0. Для произвольной последовательности {yi} ⊂ Y обозначим
через Limyi = {y| yi → y} множество всех пределов этой последовательности.

Отображение f : X → Y будем называть непрерывным в точке x ∈ X, если для
любой последовательности {xi} ⊂ X такой, что xi → x выполнено f(xi) → f(x),

т. е. f(x) ∈ Limf(xi). Отображение, непрерывное во всех точках множества V ⊂ X,

будем называть непрерывным на множестве V. Отметим, что для непрерывности отоб-
ражения f в точке x единственность предела f(x) последовательности {f(xi)} не
требуется. Рассмотрим соответствующий пример.

П р и м е р 1.1. Пусть X = Y = [0, 1], причем в X задана «стандартная метри-
ка» ρ(x, u) = |x − u|, x, u ∈ [0, 1], а в Y — расстояние, определяемое следующими
соотношениями:

∀y, z ∈ [0, 1] y > z ⇒ d(y, z) = d(z, y) =


y − z при y 6= 1 и z 6= 0;

min{z, 1− z} при y = 1 и z 6= 0;

min{y, 1− y} при y 6= 1 и z = 0;

1 при y = 1 и z = 0.

В пространстве Y каждая из последовательностей yi = i−1, zi = −i−1 + 1 имеет два
предела 0 и 1. Отображение f : X → Y, равное f(x) = x при x ∈ (0, 1) и принимаю-
щее любое из значений 0 или 1 при x = 0 и x = 1, является непрерывным на всем
пространстве X.

Теперь приведем определение свойства замкнутости отображения f : X → Y. Обыч-
но используемому для пространств с расстоянием определению замкнутости отображе-
ний (см., например, [2,8]) не удовлетворяет отображение f в точке x ∈ X, для которой
при xi → x предел последовательности {f(xi)} не единственный, и это значительно
сокращает преимущества рассмотрения уравнений в пространствах с расстоянием вме-
сто метрики. Поэтому здесь предлагается ослабление этого понятия. Отображение f

будем называть замкнутым в точке x, если для любой последовательности {xi} ⊂ X

такой, что xi → x и Limf(xi) 6= ∅, выполнено f(x) ∈ Limf(xi). При таком опреде-
лении единственность предела последовательности {f(xi)} не является необходимым
условием замкнутости отображения. Заметим также, что из непрерывности f в точке x
следует замкнутость f в этой точке (как и для отображений «обычных метрических»
пространств). Отображение, замкнутое во всех точках множества V ⊂ X, будем назы-
вать замкнутым на множестве V.
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Сформулируем известные определения свойств накрывания и липшицевости (см. [1]),
заменив в пространстве образов «обычную метрику» на расстояние.

Пусть заданы α > 0, β ≥ 0. Отображение f : X → Y называется α -накрывающим
на множестве V ⊂ X, если для любых x ∈ V, y ∈ Y существует u ∈ X такой, что
f(u) = y и ρX(x, u) ≤ α−1d

(
f(x), y

)
. Отображение f : X → Y называется β -лип-

шицевым на множестве V ⊂ X, если для любых x, u ∈ V выполнено неравенство
d
(
f(x), f(u)

)
≤ βρ(x, u).

Вформулируемых ниже утверждениях предполагаются выполненными условия, ана-
логичные приведенным условиям накрывания и липшицевости отображения f : X → Y,

использующие следующие множества, введенные в [7]:

Covα[f ] =
{
(x, y) ∈ X × Y | ∃u ∈ X f(u) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(f(x), y), ρ(x, u) <∞

}
;

Lipβ[f ] =
{
(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ X f(u) = y ⇒ d(y, f(x)) ≤ βρ(u, x)

}
.

Будем называть первое из этих множеств Covα[f ] множеством α -накрывания этого
отображения, а второе множество Lipβ[f ] — множеством β -липшицевости. Равен-
ство Covα[f ] = V × Y равносильно α -накрыванию на V отображения f, а равенство
Lipβ[f ] = V × Y — β -липшицевости на V этого отображения.

2. Теорема о точке совпадения отображений

Пусть заданы отображения F,G : X → Y. Их точкой совпадения называют x ∈ X
такой, что

F (x) = G(x). (2.2)

Сформулируем условия существования точки совпадения.

Теорема 2.1. Пусть метрическое пространство X полное и заданы α > β ≥ 0,

x0 ∈ X такие, что d
(
F (x0), G(x0)

)
<∞. Положим

R = (α− β)−1d
(
F (x0), G(x0)

)
, V = BX(x0, R).

Предположим, что для любого x ∈ V выполнены включения (x, F (x)) ∈ Lipβ[G],

(x,G(x)) ∈ Covα[F ]; на шаре V отображение F является замкнутым, а отобра-
жение G — непрерывным, и имеет место следующее соотношение

∀{xi} ⊂ V ∀x ∈ V
(
xi → x и LimF (xi) = LimG(xi) 6= ∅

)
⇒ F (x) = G(x). (2.3)

Тогда в шаре V существует решение уравнения (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что существует последовательность {xi} ⊂ X

такая, что выполнены соотношения

xi ∈ V, F (xi) = G(xi−1), i = 1, 2, . . . ,

ρ(xi−1, xi) ≤ qρ(xi−2, xi−1), i = 2, 3, . . . , где q = β/α.
(2.4)

Проверим эти соотношения при i = 1 и i = 2. Пусть x0 — это заданный в условиях
теоремы элемент, y0 = G(x0). В силу предположения (x0, y0) ∈ Covα[F ], существует
x1 ∈ X такой, что

F (x1) = G(x0) и ρ(x0, x1) ≤ α−1d
(
F (x0), G(x0)

)
, (2.5)
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поэтому ρ(x0, x1) ≤ R, и значит, выполнено x1 ∈ V. Положим y1 = G(x1). Поскольку
(x1, y0) ∈ Lipβ[G], имеет место неравенство

d(y0, y1) = d
(
G(x0), G(x1)

)
≤ βρ(x0, x1). (2.6)

Теперь, в силу предположения (x1, y1) ∈ Covα[F ], существует x2 ∈ X такой, что вы-
полнено F (x2) = G(x1) и ρ(x1, x2) ≤ α−1d

(
F (x1), G(x1)

)
, поэтому из соотношений (2.5)

и (2.6) получим ρ(x1, x2) ≤ qρ(x0, x1). Заметим, что x2 ∈ V, так как

ρ(x0, x2) ≤ ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) ≤ α−1(1 + q)d(F (x0), G(x0)) ≤ R.

Таким образом, при i = 1 и i = 2 соотношения (2.4) выполнены.
Предположим, что при всех натуральных i = 1, n определены элементы xi ∈ X,

так, что выполнены соотношения (2.4). Покажем, что существует элемент xn+1, удо-
влетворяющий также этим соотношениям.

Так как (xn, yn) ∈ Covα[F ], существует xn+1 ∈ X такой, что

F (xn+1) = G(xn)

и имеет место неравенство

ρ(xn, xn+1) ≤ α−1d
(
F (xn), G(xn)

)
.

Следовательно,

ρ(xn, xn+1) ≤ α−1d
(
G(xn−1), G(xn)

)
≤ qρ(xn, xn−1). (2.7)

Из неравенства (2.4), справедливого по предположению индукции при всех i = 1, n, и
неравенства (2.7) получаем

ρ(xn, xn+1) ≤ α−1qnd
(
F (x0), G(x0)

)
. (2.8)

Таким образом,

ρ(x0, xn+1) ≤ α−1

n∑
i=1

qid
(
F (x0), G(x0)

)
≤ 1

α(1− q)
d
(
F (x0), G(x0)

)
= R,

т. е. xn+1 ∈ V. Доказано, что соотношение (2.4) выполнено при i = n+ 1.

Из неравенства (2.8) очевидно следует, что последовательность {xi} является фун-
даментальной. Пусть xi → x. Тогда x ∈ V и, вследствие непрерывности отобра-
жения G на шаре V получаем G(xi) → G(x). А так как G(xi+1) = F (xi), имеем
LimG(xi) = LimF (xi) 6= ∅. Отсюда, согласно условию (2.3), получаем F (x) = G(x). �

З а м е ч а н и е 2.1. В аналогичных теоремах о точках совпадения отображений
метрических пространств непрерывность отображения G не предполагается, посколь-
ку непрерывность следует из липшицевости этого отображения. Используемое в дока-
занной здесь теореме 2.1 ослабленное предположение липшицевости (принадлежность
пары (x,G(x)) при любом x ∈ V множеству липшицевости отображения G ) уже не
обеспечивает требуемую для этого утверждения непрерывность G. Приведем пример
отображений, не имеющих точки совпадения, для которых выполнены все условия тео-
ремы 2.1 кроме непрерывности G.
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П р и м е р 2.2. Пусть X = Y = R — вещественная прямая с «обычной метрикой»,
определим функции F,G : R→ R формулами

F (x) = 2x, G(x) =

{
x если x 6= 0,

1 если x = 0.

Очевидно, функция F является 2-накрывающей и непрерывной на всем R. Покажем,
что для β = 1 выполнено (x, F (x)) ∈ Lipβ[G] также на всем R.

Если x 6= 0 и x 6= 1/2, то F (x) = 2x 6= 0 и F (x) = 2x 6= 1. В этом случае равенство
F (x) = G(u) выполнено только при u = 2x, и тогда имеем

|G(x)−G(u)| = |G(x)−G(2x)| = |x|, |x− u| = |x− 2x| = |x|.

В случае x = 0 получаем F (0) = 0, а равенство G(u) = 0 невозможно. В случае
x 6= 1/2 уравнение G(u) = 1 имеет два решения: u = 0 u = 1. Для этих значений
получаем

|G(1/2)−G(u)| = 1/2, |1/2− u| = 1/2.

Итак, (x, F (x)) ∈ Lipβ[G] ( β=1) на всем R, но при этом функция G не является
непрерывной. Остальные условия теоремы 2.1 выполнены, тем не менее, рассматрива-
емые функции не имеют точки совпадения.

В заключение отметим, что из теоремы 2.1 следуют результаты о точке совпадения,
полученные в работе [6]. В [6, теорема 2.1] предполагалось, что метрика ρ и расстояние
d могут иметь только конечные значения, и использовались «классические» условия
накрывания и липшицевости отображений.
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